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Abstract: In order to solve the problem of high calibration precision in the existing estimation model of corneal parameters, a 

method of corneal parameter estimation based on minimum error method is proposed in this paper. First, a single camera and 

dual light source system is built to get the human eye image. And then the center points of the Purkinje spots can be located from 

the image. The coordinates of the center points is used as the input parameter of the model. Then the radius of the cornea is 

estimated and substituted into the corneal estimation model. Finally, the center of corneal curvature can be obtained according to 

the constraint condition. Experimental results show that this method has high precision and strong robustness. 
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摘要摘要摘要摘要：：：：针对现有的角膜参数估计模型中对系统标定精度要求高的问题，本文提出了一种基于最小误差法的角膜参数估

计方法。首先本文搭建了单相机双光源系统，获取人眼图像，得到普尔钦斑坐标，并将其作为模型的输入参数，然后

估计角膜曲率半径，将其代入角膜估计模型，根据约束条件求出角膜曲率中心。实验结果表明，此方法具有精度高、

鲁棒性强的优点。 

关键词关键词关键词关键词：：：：角膜曲率中心，角膜参数估计，视轴重建 

 

1．．．．引言引言引言引言 

随着科技的发展，计算机技术和数字相机技术得到了

前所未有的进步。视线追踪是利用机械、电子、光学等各

种检测手段来定位眼睛的特征，并估计注视点的过程。在

视线追踪系统中，根据观测者的头部限制可分为基于映射

的2-D视线追踪方法[3]和基于模型的3-D视线追踪方法

[4-6]。2-D视线追踪系统通常指单相机单光源系统，这种

系统通常由提取瞳孔-普尔钦斑矢量和求解注视点映射函
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数两部分组成。首先利用图像处理技术从相机采集的人眼

图像中提取瞳孔中心及普尔钦斑中心的位置，组成瞳孔-

普尔钦斑矢量，再在测试者头部固定的状态下，由视线追

踪系统在显示器上给出一些标定点，通过测试者注视这些

标定点来提取瞳孔-普尔钦斑矢量，利用一组非线性方程

来描述瞳孔-普尔钦斑向量与屏幕点之间的映射关系，最

后根据这个映射关系可以实时求出测试者在屏幕上的注

视点。 

2-D视线追踪系统只能通过图像的视线特征参数到在

屏幕上落点之间的映射模型求取视线在屏幕上的注视点，

无法获得视线在系统相机坐标系下真实的空间方向。在现

有的算法中，映射模型都是采用一组非线性多项式来描述，

这种映射模型需要比较复杂的用户标定程序来确定其中

的系数。当使用者的头部位于用户标定位置时，单相机单

光源系统能够获得较为精确的视线在屏幕上的关注点。但

当使用者头部偏离标定位置时，单相机单光源系统的视线

关注点估计精度会显著下降。当采用典型的2-D非线性多

项式作为映射模型时，头部偏离标定位置后对屏幕注视点

精度的影响：当使用者在上下和左右方向移动头部时，注

视点的精度变化不大；当头部远离和靠近摄像机，即相对

于屏幕前后移动时，对注视点的精度影响非常大。这是因

为使用者头部上下左右移动时，图像检测和人眼特征提取

具有较强鲁棒性。而使用者头部远离和靠近相机时，人眼

参数相对于相机坐标系的z轴来说是变化的，非线性的二

维平面数学模型无法反应这一参数的变化，因而对精度影

响很大。 

目前，市场上比较成熟的视线追踪设备多数应用了

2-D视线追踪技术，例如瑞典Tobii公司生产的ProX2系列

眼动仪、德国SMI公司生产的RED 500远程眼动仪、美国

ASL公司生产的501型眼动仪。 

 

图图图图1 Tobii公司眼动仪。 

2-D视线追踪系统技术虽已得到了广泛应用，但其单

目视觉系统无法获得三维信息，存在一些弊端如：标定过

程复杂；追踪的精度不稳定；在使用过程中要求头部姿势

固定不动等问题。因此，3-D视线追踪技术应运而生，其

主要的目的是解决2-D视线追踪技术标定复杂及头部限制

等问题。 

三维视线追踪系统能够根据眼球结构和成像模型估

计出在系统相机坐标系下视线的空间方向，因此这类系统

可以获得自由头动下的视线空间方向，并且能够简化用户

的标定程序。在单相机双光源系统中，用户需要标定角膜

曲率中心、瞳孔中心、角膜曲率半径这些必要的人眼特征

参数，这些人眼参数是最终构建三维视线估计模型的基础。

一般来说采用一台高分辨率相机，配两个光源，采用三维

几何模型可以实现三维视线方向的检测，在不大的视场角

范围内可以实现头动状态下的1.5
o
的精度。近年来3-D视线

追踪技术发展迅速，具有干扰小，易操作，实用性强的特

点。 

本文对视线追踪系统中现有的角膜参数估计模型进

行了研究，针对此模型对系统标定精度高的问题，提出了

一种基于最小误差法的角膜参数估计方法，此方法先是估

计出角膜曲率半径，然后在增加了角膜曲率半径的约束下

去估计角膜曲率中心，实验表明此方法具有较强的准确性

和鲁棒性。 

2．．．．3-D视线追踪系统视线追踪系统视线追踪系统视线追踪系统 

3-D视线追踪系统是利用光源及其在角膜上形成的亮

斑图像，在用户标定阶段确定眼球的不变参数（如角膜半

径、角膜曲率中心到瞳孔中心的距离等），在视线估计过

程中估计眼球的变化参数（如角膜曲率中心坐标等），然

后根据眼球的结构和成像模型进行视轴重建，进而获得视

线在相机坐标系下的空间方向，最后求出视线在屏幕上的

注视点[4-6]。 

 

图图图图2 人眼图像。 

三维视线估计是根据人眼的特征参数和视线模型来

估计出人眼视线的空间方向，进而通过视线与注视屏幕的

交点来估计出人眼注视点的空间位置。三维视线估计具有

以下几个优点： 

1）采用立体视觉，可以检测使用者头部的空间位置，

允许使用者头部自然运动； 

2）采用几何模型进行视线估计，映射函数不依赖于

标定位置，视线估计的精度不会随着头部远离标定位置而

下降； 

3）只需要标定视线与眼球光轴的夹角，不依靠标定

来确定眼睛特征参数与视线的映射函数，标定过程简单，

标定点数少，在双相机双光源系统的条件下可以做到单点

标定； 

4）视线估计不依赖于屏幕位置、大小和形状，可以

计算视线在任何物体上的注视点，并且不需要重新标定视

线估计函数。 

3-D视线追踪系统一般来说指的是单相机多光源系统

和多相机多光源视线追踪系统，并且至少需要一个相机配

两个或者两个以上的光源才能够精准测出三维的空间方

向。本文基于单相机双光源的3-D视线追踪系统如下图3
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所示，主要可分为三个部分：图像采集、人眼参数获取和

注视点估计。 

 

图图图图3 3-D视线追踪系统流程图。 

单相机视线追踪系统由一个相机采集人脸图像，提取

眼睛的视线参数，其中包括普尔钦斑中心、瞳孔中心、瞳

孔外边界、虹膜中心和虹膜外边界。将提取到的人眼特征

参数作为三维视线立体模型的输入，采用本文改进的角膜

估计模型可以估计出人眼的角膜曲率中心和半径，以及估

计出瞳孔中心的空间位置，从而获得人眼光轴的空间方向，

再利用用户标定方法标定出的Kappa角，可获得人眼视轴

的空间方向。视轴与屏幕的交点，即为人眼视线在屏幕上

的注视点。 

3．．．．角膜参数估计模型角膜参数估计模型角膜参数估计模型角膜参数估计模型 

3.1．．．．角膜参数估计的数学模型角膜参数估计的数学模型角膜参数估计的数学模型角膜参数估计的数学模型 

人眼角膜参数的估计是3-D视线追踪系统中三维视线

方向估计的关键，角膜参数估计算法的优劣直接关系到

3-D视线追踪系统中光轴方向的精度，进而影响注视点的

精度，其中角膜曲率中心坐标及角膜曲率半径的获取是非

常重要的一步。 

在单相机双光源系统中角膜参数数学模型是根据眼

球的成像模型，光的反射原理和点在三维空间中的几何关

系而建立的[14]，其原理如图4所示。 

 
图图图图4 角膜表面反射原理图。 

在图4中，C为角膜曲率中心， cr 为角膜外表面半径，

1 2L ,L 为两个近红外光源，O 为相机的光心， 1 2G ,G 为光

源照射眼球在角膜表面的反射点， 1img 2imgG ,G 为反射点

1 2G ,G 在相机中成像。由光源 1L 照向眼球的光线经角膜外

表面上的 1G 点反射后在相机中成像 1imgG ，因此点

1 1imgG ,O,G 三点共线，用向量表示为： 

1 1 1imgG =O+k (O-G )             (1) 

同理，对于光源 2L 可得： 

2 2 2imgG =O+k (O-G )           (2) 

其中， 1k 和 2k 为常数。 

由于角膜外表面上的反射点 1 2G ,G 到角膜曲率中心

C点的距离为角膜曲率半径 cr ，故有： 
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1 c

2 c

G -C =r

G -C =r
               (3) 

一般设定人眼的角膜曲率半径 cr 为常数。 

因此根据光的反射原理，光的反射要满足两个条件：

1)入射光线，反射光线和法线三线共面；2)入射角等于反

射角。对于光源 1L 得： 

1 1 1 1 1r +l =2(n l ) ni i             (4) 

其中， 1 1r ,l 和 1n 为单位向量，可得： 

1
1

1

1 1
1

1 1

1
1

1

(G -O)
r =

G -O

(G -L )
l =

G -L

(G -C)
n =

G -C

               (5) 

对于光源 2L ，根据光的反射原理得： 

2 2 2 2 2r +l =2(n l ) ni i            (6) 

其中， 2 2r ,l 和 2n 为单位向量，可得： 

2
2

2

2 2
2

2 2

2
2

2

(G -O)
r =

G -O

(G -L )
l =

G -L

(G -C)
n =

G -C

               (7) 

将式（5）和式（7）分别带入式（4）和式（6）中得: 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

O G L G G C L G G C
2

O G L G G C L G G C

O G L G G C L G G C
2

O G L G G C L G G C

 − − − − −
+ = ∗ • ×  − − − − − 

 − − − − −
+ = ∗ • ×  − − − − − 

 (8) 

由光的反射条件1）可知 1 1L ,G ,C和 1imgG 四点共面，

2 2L ,G ,C 和 2imgG 四点共面[12]，可表示为： 

1 1

2 2

(L -O) (G -O) (C-O)=0

(L -O) (G -O) (C-O)=0

i

i

×
×

            (9) 

将式（1）和式（2）带入式（9），可得： 

1 1img

2 2img

(L -O) (G -O) (C-O)=0

(L -O) (G -O) (C-O)=0

i

i

×

×
          (10) 

由此可知， 1 1 1imgL ,G ,G
与 2 2 2imgL ,G ,G

分别共面且

CO 为两平面的交线，故式（10）可以表示为： 

T
1 1img

T
2 2img

(L -O) (G -O)
(C-O)=0

(L -O) (G -O)

 ×
 
 × 

    (11) 

式（11）中矩阵记为 M ，化简为： 

3 normC-O=k e              (12) 

其中， norme 为单位向量，由向量 1 1img(L -O) (G -O)×
和

向量 2 2img(L -O) (G -O)×
可以得到: 

norm

e
e =

e
               (13) 

其中， 2 1img 2 2imge=[(L -O) (G -O)] [(L -O) (G -O)]× × ×
。 

通过式（13），则点C的坐标可以表示为： 

3 normC=O+k e           (14) 

则式（3）和式（8）可组成为包含三个未知量 1 2 3k ,k ,k

的非线性方程组。但是由于非线性方程组模型求解比较困

难，可以将其转换为优化问题。所得方程组如下： 

1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

3 1 2

G C L G G C O G L G

f 2

G C L G G C O G L G

G C L G G C O G L G

f 2

G C L G G C O G L G

G C G Cf

− − − − −
= ∗ • × − +

− − − − −

− − − − −
= ∗ • × − +

− − − − −

= − − −

   
   
   

   
   
   

 (15) 

转为无约束优化问题（简称CCCUO），得： 

2

1

3

min ( , , )

. . ( , , )

. .

i

i

c

F x y z f

s t x y z R

s t r R

=

 =

 ∈
 =



∑

    (16) 

利用最优化原理，当 1 2 3F(k ,k ,k ) 的最小值为0时，对

应 1 2 3k , k , k 即为模型的解，将 1 3k , k 带入式（1）和式（14）

即可求得角膜曲率中心C的坐标和角膜曲率半径 cr 。 

3.2．．．．基于最小误差法的角膜估计模型基于最小误差法的角膜估计模型基于最小误差法的角膜估计模型基于最小误差法的角膜估计模型 

在实际测量中，这种求解方法对光源 1L 和 2L 的位置

精度要求较高，由3-D视线追踪系统的系统标定过程中可

知这两个光源相对于系统相机的空间位置很难精确标定，

导致其在角膜外表面出发生反射时，两条反射法线为不相

交的异面直线，导致估计出的角膜曲率中心和半径存在误

差。并且此非线性无约束方程组存在病态问题，即当系统

中光源位置的标定存在较小误差时对估计出的角膜特征
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参数反而产生较大的偏差，因此这种方法很难构建具有高

检测精度的视线追踪系统。 

本文研究发现，当在上述的角膜参数估计模型中增加

角膜外表面半径 cr 的约束后，可以获得较高精度的角膜曲

率中心C的空间位置。所以设法去标定出角膜外表面半径

cr 的数值是获得更高精度角膜曲率中心 C的空间位置的

更好途径。 

通过研究球面镜成像原理，本文提出了一种基于最小

误差法的角膜参数求解方法。其原理如下： 

 
图图图图5 球面镜成像原理。 

如图5所示，根据球面镜成像原理，对于近轴光源 L来

说，其会在角膜外表面形成虚像 I。依据球面镜成像原理，

有以下等式关系： 

   

1 1 1 2

d d f R
+ = =

′
    (17) 

其中，d 可以视为近光轴光源 L距球面镜表面的物距，

而 d′可以视为像距。由于角膜外表面可以近似为球面镜的

表面，所以这一球面的焦距就为其曲率半径的一半。由于

d d≫ ′，可以认为光源成像于图示

R

2
处。 

在单相机双光源3-D视线追踪系统中，其光源成虚像

如图6所示： 

 

图图图图6 眼球角膜虚像成像原理图。 

在图4中，光源 1L 在角膜内成的虚像为 1P′
，其约位于

半径

R

2
处，在直线 1CL 上距角膜曲率中心C点距离为

R

2

的点为 1P ，则由式可得， 1 1P P′
约等于零。当假设的角膜

曲率半径 r 不等于 R 时，则 1 1P P′
等于 l∆ ，可知 l∆ 大于零。

由图可以看出当 r 偏离 R 越大时，其 l∆ 越大。 

基于这种特性，本文提出了误差最小法去标定角膜曲

率半径，其原理如下： 
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图图图图7 角膜半径不同时的误差原理图。 

在视线追踪系统中，光源空间位置标定的误差，以及

图像处理方面的误差，导致两个光源的反射法线不相交，

并且角膜外表面的曲率中心 C点不在两个平面相交的直

线上，因此采用原有模型无法精确地求解出角膜曲率中心

和半径。 

所以本文在这里对上述模型进行了改进，在上述无约

束优化中添加角膜外表面半径 r
，将无约束优化改进为有

约束优化，形式如下： 

3 1 2 cf = G -C + G -C -2*r          (18) 

将模型转为有约束优化问题： 

2

1

3

min ( , , )

. . ( , , )

. .

i

i

c

F x y z f

s t x y z R

s t r R

=

 =

 ∈
 =



∑

         (19) 

其中，(x,y,z)参数为角膜曲率中心的C的坐标，R 为

角膜外表面的半径，并且 R 已知。因此利用最优化求解算

法，当 F(x,y,z) 的最小值为0时，所对应的 (x,y,z)即为模型

的解。 

算法分为两个阶段，第一阶段为求取角膜外表面半径，

用网格搜索法[9]进行全局搜索，每一个值都是问题的候选

解，由改进模型的目标函数构建误差函数，寻求使误差函

数最小的值，即为角膜曲率半径。第二阶段是将网格搜索

法得到的角膜外表面半径作为上述改进的有约束模型的

约束，用LM（Levenberg Marquardt method）算法[8]求解，

将此解作为问题的最终解，最后得到角膜曲率中心C的坐

标。 

在第一阶段，采用如下误差函数： 

1 1 2 2

r

err(r,x,y,z)= P P + P P

r̂= argmin err(r,x,y,z)

′ ′



           (20) 

其算法步骤如下： 

1）标定出光源位置及普尔钦斑位置； 

2）采用网格搜索法，首先给角膜外表面半径赋初始

值 r=7.00mm ,采用有约束的角膜曲率中心求解算法，计算

出角膜曲率中心C； 

3）根据球与直线的交点，求解出角膜上的反射点

1 2G ,G ； 

4）根据 1 2G ,G ,C 三点坐标，计算出半径中心点 1 2P ,P

的空间坐标； 

5）根据公式（17）计算出光源虚像 1 2P ,P′ ′ 点的空间位

置； 

6）计算误差： 1 1 2 2err= P P + P P′ ′ ； 

7）重复第二步，赋值 r=7.00mm+0.02mm ，直到找到

误差最小的半径 r
，即为角膜曲率半径，最终求出角膜中

心
C
。

 

4．．．．实验与分析实验与分析实验与分析实验与分析 

针对本文提出的一种基于最小误差法的角膜参数估

计算法，通过实验来分析验证本文改进的算法的准确性及

鲁棒性。 

对眼球、相机和光源进行三维场景建模，以相机光学

中心为系统坐标系原点O (0,0,0)，X-Y轴平行于相机成像

平面，垂直与相机成像平面指向眼球的方向为Z轴正方向。

参数设定：相机的焦距 f 为10mm，角膜曲率中心位置C点

为(0.000,0.000,600.000)，角膜曲率半径 cr 为8mm，眼球半



 Science Innovation 2018; 6(4): 201-208 207 

 

径 R 为12mm，光源 1L 的坐标为(74.254,44.096,30.525)，

光源 2L 的坐标为(-128.993,-23.565,32.826)；光源 1L 在相

机中的成像 1imgG 点坐标为(-0.008,-0.005,-10.000)，光源

2L 在相机中的成像 2imgG 点坐标为(0.015,0.003,-10.000)

（单位：mm）。 

 

图图图图8 角膜参数实验模型。 

4.1．．．．准确性准确性准确性准确性 

为验证本文提出的改进的角膜参数估计算法的准确性，使用仿真模型中的数据，所得实验结果与原模型的实验结

果对比，如表1所示： 

表表表表1 光源位置精确测量标定(单位：mm)。 

原模型原模型原模型原模型 本文改进的模型本文改进的模型本文改进的模型本文改进的模型 

角膜曲率中心点角膜曲率中心点角膜曲率中心点角膜曲率中心点C 的空间位置的空间位置的空间位置的空间位置 角膜曲率半径角膜曲率半径角膜曲率半径角膜曲率半径 角膜曲率中心点角膜曲率中心点角膜曲率中心点角膜曲率中心点C 的空间位置的空间位置的空间位置的空间位置 角膜曲率半径角膜曲率半径角膜曲率半径角膜曲率半径 

(-0.2903,0.0503,605.3548) 7.958 (-0.0065,-0.0031,600.2671) 8.000 

4.2．．．．鲁棒性鲁棒性鲁棒性鲁棒性 

在实际系统中，系统标定出的光源 1L , 2L 的空间位置会有误差，由于病态问题的存在，在求解非线性约束最优解

的过程中其对角膜参数的估计影响很大。高精度的视线追踪系统必须具有强鲁棒性。 

为验证本文改进的模型对实际系统的鲁棒性，这里对仿真模型中的相关参数进行了合理的假设，即对光源 1L 和 2L

的空间位置上添加了方差为2mm的噪声，并将实验结果与采用原模型的实验结果进行了对比，其结果如表2所示： 

表表表表2 光源位置精确测量标定(单位：mm)。 

原模型原模型原模型原模型 本文改进的模型本文改进的模型本文改进的模型本文改进的模型 

角膜中心点角膜中心点角膜中心点角膜中心点C 的空间位置的空间位置的空间位置的空间位置 角膜半径角膜半径角膜半径角膜半径 角膜中心点角膜中心点角膜中心点角膜中心点C 的空间位置的空间位置的空间位置的空间位置 角膜半径角膜半径角膜半径角膜半径 

(-51.5252,0.2287,202.4223) 3.191 (-0.0106,-0.0095,599.6891) 8.000 

(-6.6005,5.1189,-700.9962) 11.711 (-0.0075,-0.0071,598.0762) 8.000 

(-20.5018,-0.1454,358.5796) 12.023 (-0.0002,-0.0019,599.7494) 8.000 

(-9.8224,-3.9852,396.1268) 38.869 (-0.0070,-0.0146,600.0532) 8.000 

(-10.5574,0.0087,502.4185) 7.545 (0.0014,-0.0010,600.2397) 8.000 

(-283.4954,0.3752,162.8065) 2.364 (0.0127,-0.0046,600.8709) 8.000 

(-23.8914,0.3167,334.3193) 15.017 (0.0042,-0.0005,600.3257) 8.000 

(-33.0567,0.2406,391.7463) 2.861 (-0.0104,-0.0073,599.0777) 8.000 

(-27.5214,4.2683,450.4229) 12.636 (0.0115,0.0021,599.5289) 8.000 

(-43.3787,0.2315,897.7080) 3.042 (-0.0051,-0.0024,600.6431) 8.000 

为了实验结果直观化，对上述数据进行处理，如下图9所示： 
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图图图图9 角膜半径与真值误差对比图。 

由表1，表2和图9可知，本文提出的方法可较精确的

估计出角膜参数。当在光源坐标中加入2mm的噪声，即模

拟实物系统中光源位置标定存在2mm以内的误差时，原模

型估计出的角膜参数即角膜曲率中心和角膜曲率半径存

在较大的偏差，而改进之后的模型能够较准确的估计出角

膜参数。 

由实验可知本文改进的角膜参数估计模型对一定范

围内的图像噪声具有较强的鲁棒性。 

5．．．．结论结论结论结论 

视线追踪技术作为最前沿的人机交互方式之一，是一

个多学科交叉，涉及众多专业知识的研究课题，在科学研

究，商业，军事等领域应用广泛。3-D视线追踪技术走向

实用级别，必须提高其准确性和鲁棒性。本文对现有的角

膜参数估计算法进行了研究，并针对标定精度高，存在病

态的问题提出了一种基于最小误差法的角膜参数估计方

法，先估计出角膜外表面半径，在增加角膜约束下去估计

角膜曲率中心，并通过实验验证了此方法具有较好的准确

性和鲁棒性。 
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